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Aufgabe 23 (E): Eindimensionaler, endlich tiefer Potentialtopf (9 Punkte)

a) (4 P.) Betrachten Sie zunéchst Energi-

I I 111 en im Potentialtopf. Machen Sie einen An-
satz fiir die Wellenfunktion in den Bereichen
r < —a, —a <z < aund z > a mit os-
zillierendem bzw. exponentiell abklingendem
E— ----d-----}---- Charakter. Bezeichnen Sie die Wellenzahl fiir
—a <z < a mit k£ und die Abklingkonstante

auflerhalb mit x und leiten Sie aus den Stetig-

VO T keitsbedingungen fiir die Wellenfunktion eine
(hier neg.) | | | Gleichung her, die k£ und & erfiillen miissen.
a 0 a Driicken Sie diese Gleichung auch mit £ und

Vo aus.

Argumentieren Sie anhand einer Skizze zweier Funktionen und deren Schnittpunkten, dass nur
diskrete Losungen fiir F existieren. Wieviele Losungen gibt es mindestens?
(Bitte dazuschreiben, ob E von 0 oder vom Boden des Potentialtopfs aus gezihlt wird; beides ist erlaubt.)

. 2 2 . .
Hilfe: Wenn e = (Z*_’ZZ) ist (p,a,b reell), gibt es die beiden Wurzeln e*#/2 = Z”J_r—ﬁz und
b

a

glp/2Him — %ﬁ und weiterhin ist £ = arctang bzw. £ + 7 = arctan
b) (2 P.) Zeigen Sie fiir die zu den in a) gefundenen Energiewerten gehorigen Wellenfunktionen, dass diese
(bis auf einen globalen Phasenfaktor) reell sind und zudem entweder symmetrisch, also ¥ (z) = ¥(—x),

oder antisymmetrisch, d.h. ¢(z) = —¢(—x).

c¢) (3 P.) Betrachten Sie weiterhin den Potentialtopf der Breite 2a und Tiefe Vj, jedoch jetzt Energien, die
dariiber liegen.



E— > Setzen Sie hier wie fiir die Schwelle aus Aufgabe
18 die Wellenfunktion in den drei Bereichen an
(einen Grofiteil der Rechnung koénnen Sie von
dort iibernehmen) und berechnen Sie hier fiir
positive E die Transmission in Abhéngigkeit von
I 11 111 der Energie. Argumentieren Sie, dass die Trans-
mission eine unendliche Anzahl von Maxima be-

V. — sitzt (Resonanzen) - Sie brauchen nicht auszu-

. 0 rechnen, bei welchen Energiewerten diese genau
(hier neg.) | | | liegen. Welchen Wert nimmt die Transmission

a 0 a an allen Resonanzen an?

(Hinweis: Sie kénnen die Tatsache ausnutzen, dass z + 1/ fiir reelle positive = immer groler oder gleich 2
ist.)

Aufgabe 24 (E): Deltapotential (5 Punkte)

Betrachten Sie Losungen der stationédren Schrodingergleichung in einer Dimension

h2 d2
<—%@ + V(@) Y(z) = E ¢(x)

mit einem Deltapotential V' (z) = Vpd(z) mit negativem Vj = —%ko. ko ist also eine positive Konstante.

(Vb hat hier eine andere Einheit als in Aufgabe 23 und 25b, da é(x) noch die Einheit 1/Meter hat.)

a) (2 P.) Zeigen Sie, dass die Wellenfunktion zwar iiberall als stetig angenommen werden kann, ihre erste
Ableitung an der Stelle z = 0 jedoch einen Sprung hat: ¢’ (0+) — ¢/(0—) = —kot(0). Hinweis: Integrieren
Sie die Schrodingergleichung iiber © von —e bis € und betrachten Sie den Limes ¢ — 0.

b) (3 P.) Zeigen Sie, dass es nur einen gebundenen Zustand (mit Energie E < 0) gibt und geben Sie dieses
E und die zugehorige normierte Wellenfunktion an. Berechnen Sie fiir diesen Zustand die Orts- und
Impulsunschérfen Az und Ap sowie deren Produkt.

Aufgabe 25 (E): Gliih- und Feldemission, Tunneleffekt (6 Punkte)

Gliith- und Feldemission werden bei Kathoden in Elektronenmikroskopen genutzt.

a) (1 P.) Bei der Glithemission iiberwinden die Elektronen aufgrund ihrer thermischen Bewegung die
Austrittsarbeit eines Metalls oder anderen Materials. Einige Elektronen haben ausreichende Energie
hierfiir. Die Stromdichte j der austretenden Elektronen bei der Glithemission ist durch die

Richardson-Gleichung
j = T2 W/ksT

gegeben. W ist die Austrittsarbeit, k die Boltzmann-Konstante und C' die materialabhéingige
Richardson-Konstante. Um die austretenden Elektronen nutzbar zu machen, miissen sie natiirlich durch
eine Beschleunigungsspannung von der Kathode abgesaugt werden. Die Feldstérke ist jedoch nicht so hoch,
dass der entstehende Potentialverlauf fiir Elektronen mit zu geringer Energie zur Uberwindung der
Austrittsarbeit eine durchdringbar diinne Tunnelbarriere bilden wiirde.
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Beim Materialvergleich sieht man, dass bei der Glithemission eine wenn auch nur geringfiigig kleinere
Austrittsarbeit eine wesentlich niedrigere Betriebstemperatur erlaubt. Berechnen Sie die Dichten des
Emissionsstroms fiir Wolfram (W = 4,5eV, C' = 6 - 10°Am™2K~2) bei T = 2700K und fiir LaBg
(Lanthanhexaborid, W = 2,4eV, C = 4 - 10°Am~2K~2) bei T' = 1700K.

b) (2 P.) Geben Sie analog Aufgabe 18 und 23

Vo T auch das Ergebnis fiir die Transmission T'(F)

I II III durch eine Schwelle der Breite 2a und Hohe

Vo fiir £ < Vj an. Zeigen Sie weiter, dass man
fiir eine grofle Barrierendicke

T(E) ~ 16(Vy — E)E

0 v
mit k = /2m(Vy — E)/h ndhern kann, wo-

| | | bei m die Masse des tunnelnden Teilchens be-
0 zeichnet. Hinweise: cosh?z = 1 + sinh?z und
sinh?z ~ % /4 fiir grofe .

—4Ka

¢) (3 P.) Bei der Feldemission wird ein so grofles Feld angelegt, dass auch Elektronen einer Energie weniger
als die Austrittsarbeit iiber der Fermi-Energie durch Tunneln austreten konnen. Man kann sagen, dass
effektiv die Austrittsarbeit herabgesetzt wird.
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Feldemission

Mit Feld hat die Barriere zwar Sdgezahnform, jedoch soll die Stromdichte hier folgendermaflien abgeschétzt
werden: Betrachten Sie die Elektronen energetisch auf halber Hohe zwischen Fermi-Energie und Rand des
Potentialwalls. Benutzen Sie die Richardson-Formel, um zu ermitteln, welche Stromdichte einem halb so
tiefen Potentialtopf entspriche. Jetzt ist noch die Tunnelwahrscheinlichkeit durch die Potentialbarriere zu
beriicksichtigen. Nehmen Sie an, dass die Elektronen einen rechteckigen Wall mit Oberkante auf dreiviertel
der Hohe der Austrittsarbeit durchdringen miissen, der genauso dick ist, wie die dreieckige Barriere auf
Hohe der Hilfte der Austrittsarbeit. Benutzen Sie den Ausdruck fiir die Tunnelwahrscheinlichkeit aus b)
(auch wenn es sich hier nicht unbedingt um eine sehr dicke Barriere handelt). Die Fermienergie sei 2eV.
Das angelegte Feld betrage 0,5V/ A. Berechnen Sie die Stromdichte der emittierten Elektronen fiir LaBg
bei 1100K. Ist es moglich mit Feldemission bei sogar noch geringerer Betriebstemperatur einen gréfleren
Strom als durch Glithemission zu bekommen?

Aufgabe 26 (T): Ammoniak-Modell (schriftlich - 6 Punkte)

Als einfaches Modell fiir die Inversionsbewegung des Stickstoffatoms im Ammoniak-Molekiil betrachten wir
den unendlich hohen ein-dimensionalen Potentialtopf mit einem zusétzlichen Deltapotential welches eine
Barriere zwischen den beiden Seiten des Potentialtopfes darstellt, d.h.



2
<
V(z) = h—ué(a:) + { 0, lelsa mit u > 0.

2m oo , sonst
a) (2 Punkte) Berechnen Sie die Energien der antisymmetrischen Zusténde (negative Paritét).

b) (1 Punkt) Geben Sie die Bestimmungsgleichung fiir die Energien der symmetrischen Zusténde (positive
Paritét) an.

¢) (2 Punkte) Diskutieren Sie die Losungen graphisch, sowie die Grenzfille ua > 1 und ua < 1.

d) (1 Punkt) Mit dem Ubergang zwischen dem Grundzustand und dem ersten angeregten Zustand wurde
die erste Atomuhr realisiert und als Frequenzstandard in der Mikrowellentechnik verwendet[1]. Berechnen
Sie die Frequenz und Wellenlénge dieses Ubergangs fiir u = 5.52/A,a = 2A und m = 14u.

[1] http://tf.nist.gov /timefreq/general /pdf/1404.pdf, "Primary Atomic Frequency Standards at NIST”

Aufgabe 27 (T): Zeitentwicklung von Zustéinden im Potentialtopf

(schriftlich - 7 Punkte)

Zur Zeit t = 0 regen wir die beiden untersten Zustéinde im unendlichen Potentialtopf kohérent an, d.h. fiir
die Wellenfunktion gilt

1
V2

a) (1 Punkt) Stellen Sie durch Lésen der zeitabhéingigen Schrédingergleichung und mit Hilfe der bekannten
Losungen des unendlichen Potentialtopfs die Wellenfunktion v (z,t) auf.

b) (2 Punkte) Berechnen Sie damit die Wahrscheinlichkeitsdichte [¢)(x, )| und skizzieren Sie diese fiir
typische Zeiten des Systems.

P(z,t =0) (1) + 92 (2)) -

c¢) (2 Punkte) Berechnen Sie den Erwartungswert (x) (¢) und stellen Sie ihn graphisch dar.
d) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Erwartungswerte (H) und (H?) und damit AE = /(H?) — (H)2.

Aufgabe 28 (T): Eigenschaften der Wronski-Determinante (schriftlich - 7 Punkte)

Zeigen Sie fiir die eindimensionale Schrédingergleichung

h2
)+ Via)la) = Bta),

dass die zugehérende Wronski-Determinante

Y1 Yo
Y1y

zweier Losungen die folgenden Eigenschaften besitzt:

W (1,v2) = = 1y — Yi9o

a) (1 Punkt) Die Wronski-Determinante ist eine Konstante, wenn ¢ und 12 Losungen zu demselben £
sind.

b) (1 Punkt) Die Wronski-Determinante ist Null fiir linear abhiingige Losungen v; und ts.!

c¢) (3 Punkte) Betrachten Sie ein Potential mit V(x — +00) = V4 < oo. Beweisen Sie die Reziprozitit der
Transmission:

!Die Umkehrung gilt i.A. nicht, d.h. aus W (31,2) = 0 folgt nicht die lineare Abhiingigkeit von 1, und 5.



Der tiber die Strome definierte Transmissionskoeffizient T, fiir eine Welle, die das Potential von rechts
nach links durchlduft, ist gleich dem Transmissionskoeffizient T fiir eine von links nach rechts laufende
Welle.

Hinweis: Der Transmissionskoeffizient ist gegeben durch T = jirans. /Jein.. Um die Stréme zu bestimmen,
machen Sie sinnvolle Ansétze fiir jeweils eine von links bzw. rechts einfallende Welle. Eine der oben
gezeigten Figenschaften der Wronski-Determinante ist in diesem Teil hilfreich.

d) (2 Punkte) Indem Sie die Rechnung von ¢) mit der Transfermatriz M schreiben, zeigen Sie, dass M

allgemein die Form
M = <1i 'U*>
vt ou

’2: E_V+
E-V_'

mit u,v € C hat, wobei gilt

Jul? — v

Hinweis: Zeigen und verwenden Sie mit den aus der Vorlesung abgeleiteten Ergebnissen die folgende

Beziehung
E-V
t — +
MIgM =] v 9

mitg—(l O)
S \0 1)



